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La funcién s(n)

Sumas de
divisores

Lola

Thompson Deﬂ nicién

Sea s(n) la suma de divisores propios de n.

Introduccién

Nimeros
perfectos

Nimeros
amigos

Iteraciones de s

Interlude Ejemplo: s(p) = 1 para cada primo p

La imagen de
s

La preimagen Ejemplo: 3(12) =14+24+3+44+6=16

de s

Podemos escribir s(n) = o(n) —n, donde o(n) es la funcién de
suma de divisores.
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Nimeros perfectos

Sumas de
divisores

Lola
Thompson

Introduccién

Nimeros
perfectos

Nimeros
amigos

Iteraciones de s
Interlude

La imagen de

s

La preimagen Pitdgoras observé:

de s

s(6) =1+2+3=6.

Definicidon

n sea perfecto si s(n) = n.
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Una férmula para nimeros perfectos pares

Sumas de
divisores

Lola
Thompson

Introduccién
Nimeros
perfectos

Nimeros
amigos
Iteraciones de s

Interlude

La imagen de Teorema (EUC“deS)

s

Si 2P — 1 es primo, entonces 2P~1(2P — 1) es perfecto.

La preimagen
de s

Teorema (Euler)
Todos niimeros perfectos pares son dados por la formula de
Euclides.
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iY qué de los nimeros perfectos impares?

Sumas de o

divisores La heuristica de Pomerance:
Lola

Thompson

Introduccién

Numeros
perfectos

Nimeros
amigos

Iteraciones de s

Interlude

La imagen de

s

La preimagen
de s
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iY qué de los nimeros perfectos impares?

Sumas de o

divisores La heuristica de Pomerance:
Lola

Thompson

Introduccién

Numeros
perfectos

Nimeros
amigos

Iteraciones de s

Interlude

La imagen de

s

La preimagen
de s
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iY qué de los nimeros perfectos impares?

Sumas de

divisores La heuristica de Pomerance:

Thomason @ Vea el residuo s(n) (méd n) como “aleatorio.” Si n es
perfecto entonces s(n) =0 (mdd n).

Introduccién . , . .
Nimeros @ Conocido desde Euler: un nimero perfecto impar n tiene
perfectos .

Nimeros que ser de la forma pm? donde p es un primo y p | o(m?)

Iteraciones de s s (m2 ) 4 m2 ) )

Interlude

La imagen de
S

La preimagen
de s
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iY qué de los nimeros perfectos impares?

Sumas de

divisores La heuristica de Pomerance:

Lola
Thompson

@ Vea el residuo s(n) (méd n) como “aleatorio.” Si n es
perfecto entonces s(n) =0 (mdd n).

Introduccién

Niimeros @ Conocido desde Euler: un nimero perfecto impar n tiene

perfectos

Nimeros que ser de la forma pm? donde p es un primo y p | o(m?)

amigos

Iteraciones de s (: s ( m2 ) 4 m2 ) )

Interlude

T @ Asi, para m dado, hay a lo mas O(logm) posibilidades
s para p. Después de elegir uno de los p, tendremos

La preimagen

P s(pm?) =0 (méd p), entonces hay, en el mejor de los
casos, una probabilidad de 1/m? que pm? sea perfecto.

Lola Thompson Sumas de divisores



iY qué de los nimeros perfectos impares?

Sumas de

divisores La heuristica de Pomerance:

Lola
Thompson

@ Vea el residuo s(n) (méd n) como “aleatorio.” Si n es
perfecto entonces s(n) =0 (mdd n).

Introduccién

Niimeros @ Conocido desde Euler: un nimero perfecto impar n tiene

perfectos

Nimeros que ser de la forma pm? donde p es un primo y p | o(m?)

amigos

Iteraciones de s (: s ( m2 ) 4 m2 ) )

Interlude

T @ Asi, para m dado, hay a lo mas O(logm) posibilidades
s para p. Después de elegir uno de los p, tendremos

La preimagen

P s(pm?) =0 (méd p), entonces hay, en el mejor de los
casos, una probabilidad de 1/m? que pm? sea perfecto.

e Como > (logm)/m? converge, deberia haber a lo mas un
ndmero finito de nimeros perfectos impares. Ahora bien,
sabemos que no hay niimeros perfectos impares pequenos;

por lo tanto, es probable que no haya ninguno.
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. Cuantos numeros perfectos hay?

Sumas de
divisores

Lola
Thompson

Introduccién

Numeros
perfectos

amigor Teorema (Hornfeck & Wirsing, 1957)

Iteraciones de s

el El nimero de nimeros perfectos < x es O(z°).

La imagen de

s

La preimagen
de s
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Nimeros amigos

Sumas de
divisores

Lola
Thompson

Definicién
Introduccién

Niimeros Si s(n) = m, s(m) =n, y m # n, entonces n y m forman un

perfectos
Numere par amigable.

Iteraciones de s

Interlude

La imagen de
: Ejemplo (Pitagoras):
La preimagen

de s

5(220) = 284, s(284) = 220.
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i Cuantos pares amigables son?

Sumas de
divisores

Lola
Thompson

Introduccién

Nimeros
perfectos
Nimeros
amigos
Iteraciones de s

Interlude
La imagen de
-

La preimagen
de s

Sea A(z) :=#{n,m <z :s(n) =my s(m) =n}
Erdés, 1955: A(z) = o(z) cuando x — oo.
Rieger, 1973: A(z) < z/(loglogloglog z)'/2, para z grande.
Erd6s & Rieger, 1975: A(z) = O(z/logloglog z).
Pomerance, 1981: A(z) < x/ exp((logx)'/3), para = grande.
Pomerance, 2014: A(z) < x/exp((logx)'/?), para = grande.
Estos dos dltimos resultados implican (a través de un simple
argumento de célculo) que la suma de reciprocos de los

nlimeros amigos converge.
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3N CO
T\
@)

/&)
- Estimando la suma reciproca

Sumas de
divisores

Lola
Thompson

Introduccién
Nimeros
perfectos
Nimeros
amigos

Iteraciones de s

Interlude

1o e ¢ Usando la lista de ntimeros amigos hasta 104, se puede
° mostrar que la suma de reciprocos A satisface

La preimagen
de s

A > 0,0119841556...

Bayless & Klyve, 2011: A < 656,000,000
Nguyen, 2016: A < 4084
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Sumas de
divisores

Lola
Thompson

Introduccién

Nimeros
perfectos

Nimeros
amigos

Iteraciones de s

Interlude

La imagen de
S

La preimagen
de s

Iteraciones de s

Podemos ver s como un sistema dindmico, mirando sus
iteraciones:

6—6

10 =+8—=7—1
12—-516—-15—-9—-4—-3—1
28 — 28

220 — 284 — 220

276 — 396 — - - -

Una secuencia de estas iteraciones de s se llama una sucesién
alicuota.
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Resultados sobre los iteracidones de s

Sumas de
divisores

Lola
Thompson

Conjetura Catalan-Dickson: Toda sucesién alicuota es
Introduccién acotada .

Nimeros
perfectos

Nimeros
amigos

Iteraciones de s

Contra-Conjetura Guy-Selfridge: La mayoria de los

_ sucesiones alicuotas empezando desde un nimero par no son
La imagen de
s acotadas.

La preimagen
de s

Interlude

No se conocen sucesiones alicuotas ilimitadas, pero el primer
candidato empieza con 276.
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Evidencia computacional

Sumas de
divisores

Lola
Thompson

Introduccién

Evidencia para Catalan-Dickson? Bosma ha investigado
Nimeras sucesiones alicuotas con nlimeros iniciales pares por debajo de
R 10°. Aproximadamente 1/3 de estos numeros iniciales dan lugar

ieciones e - | sucesiones alicuotas que adin no han terminado (calculando
Interlude hasta 1099)

La imagen de
S

La preimagen

de s Evidencia para Guy-Selfridge? Bosma y Kane encontraron
que la media geométrica asintética de los cocientes s(2n)/2n
estd ligeramente debajo de 1.
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Sucesidnes alicuotas arbitrariamente largas

Sumas de
divisores

Lola
Thompson

Teorema (Lenstra, 1975)

Introduccién

Hay sucesiones alicuotas crecientes arbitrariamente largas

Nimeros
perfectos
Nimeros

Werscione de o n < s(n) < s(s(n)) <--- < sp(n).

Interlude

La imagen de
S

Teorema (Erdés, 1976)

Pl Para cada k fijo, sin < s(n), la secuencia sigue creciendo por
los siguientes k — 1 pasos (s(n) < s(s(n)) < --- < sk(n)) con
probabilidad que tiende a 1.
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Otros resultados sobre sucesidnes alicuotas

Sumas de
divisores

Lola
Thompson

Introduccién

Nimeros
perfectos

Nimeros
amigos
Iteraciones de s
Interlude

La imagen de
S

La preimagen
de s

Teorema (Pomerance, 2016)
Asintéticamente, la media geométrica de los cocientes
s(s(2n))/s(2n) es lo mismo que para s(2n)/2n.
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Citas divertidas

Sumas de
divisores

Lola
Thompson

Introduccién

Interlude

Citas divertidas

Preguntas
motivadoras

La imagen de

s

La preimagen
de s

Agustin (400 CE): “Seis es un nimero perfecto de por si, y no
porque Dios cred todas las cosas en seis dias; mas bien, lo
contrario es verdad. Dios creé todas las cosas en seis dias
porque el nimero es perfecto.”
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Citas divertidas

Sumas de
divisores

Lola
Thompson

Introduccién

Interlude
Citas divertidas
Preguntas
motivadoras

La imagen de

s

La preimagen
de s

Pitagoras (Siglo VI BCE), sobre la definicién de amigo: “Uno
quien es el otro yo, como 220 y 284."
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Citas divertidas

Sumas de
divisores

Lola
Thompson

Introduccién

Interlude
Citas divertidas
Preguntas
motivadoras

La imagen de

s

La preimagen
de s

Al-Majriti (Siglo X CE): "He probado el efecto erdtico... de dar
a alguien el nimero mas pequeio 220 a comer, y de comer yo
mismo el ndmero mas grande 284."
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Sumas de
divisores

Lola
Thompson

Introduc

Interlude
Citas divertidas

Preguntas
motivadoras

La imagen de

La preimagen
de s

Citas divertidas

Un ejemplo moderno (de XKCD):

IN My PRPER, I USE AN
EXTENSION OF THE DNISOR
FUNCTION QVER THE GAUSSIAN
INTEGERS T0 GENERALIZE THE
50-CALLED “FRIENDLY NUMBERS"
INTO THE COMPLEX PLANE.

HOLD ON.

18 THIS PAPER
SIMPLY A GIANT
BUILD-UP TO
AN “IMAGINPRY
FRIENDS® PUN?

IT HIGHT
NOT BE.

I M SORRY, WERE
REVOKING YOUR
MATH LICENSE.

N

“En mi articulo, uso una extensién de la funcién divisor sobre los enteros Gaussianos para generalizar los
llamados ‘nidmeros amigos’ al plano complejo.”

“Espere. ;Es este articulo simplemente una larga preparacién para un juego de palabras sobre ‘amigos

imaginarios' 7"

“Puede que no lo sea.”

Lola Thompson

“Lo siento, estamos revocando tu licencia de matemdtico.”

Sumas de divisores



Preguntas motivadoras

Sumas de
divisores

Lola “Estudiar la comparacién de s(n) a n llevé a teoremas de

Thompson

Schoenberg, Davenport, y Erdés-Wintner, y al nacimiento de la
EEteduceion teoria de nimeros probabilistica.” -Carl Pomerance

Interlude
Citas divertidas

Preguntas
motivadoras

La imagen de En esta charla, nos concentraremos en dos preguntas
s particulares sobre la funcién s(n):

La preimagen
de s

@ ;Cuales nimeros son de la forma s(n)?

@ ;Qué tan grande es el conjunto s~1({n})?
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Sumas de
divisores

Lola
Thompson

Introduccién

Interlude

La imagen de
S

La imagen de s

La preimagen
de s

Erdds fue el primero en considerar la imagen de s.
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Enteros impares en el imagen de s

Sumas de
divisores

Lola
Thompson

Es facil ver que casi todos los nlimeros impares estdn
Introduccion contenidos en la imagen de s:
Interlude

La imagen de
S

La preimagen
de s
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Sumas de
divisores

Lola
Thompson
Introduccién

Interlude

La imagen de
S

La preimagen
de s

Enteros impares en el imagen de s

Es facil ver que casi todos los nlimeros impares estdn
contenidos en la imagen de s:

Si p, q son primos con p # q, entonces s(pq) = p+q+ 1.
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Enteros impares en el imagen de s

Sumas de
divisores

Lola
Thompson

Es facil ver que casi todos los nlimeros impares estdn
Introduccion contenidos en la imagen de s:

Interlude

La imagen de
S

Si p, q son primos con p # q, entonces s(pq) = p+q+ 1.

La preimagen

& La Conjetura Fuerte de Goldbach: Todos los enteros pares > 8
son la suma de dos primos desiguales.
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Enteros impares en el imagen de s

Sumas de
divisores

Lola
Thompson

Es facil ver que casi todos los nlimeros impares estdn
Introduccion contenidos en la imagen de s:

Interlude

La imagen de
S

Si p, q son primos con p # q, entonces s(pq) = p+q+ 1.

La preimagen

& La Conjetura Fuerte de Goldbach: Todos los enteros pares > 8
son la suma de dos primos desiguales.

Esto ha sido probado para todos, excepto un conjunto
excepcional con densidad asintética 0!
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Enteros impares en el imagen de s

Sumas de
divisores

Lola
Thompson

Es facil ver que casi todos los nlimeros impares estdn
Introduccion contenidos en la imagen de s:

Interlude

La imagen de
S

Si p, q son primos con p # q, entonces s(pq) = p+q+ 1.

La preimagen

& La Conjetura Fuerte de Goldbach: Todos los enteros pares > 8
son la suma de dos primos desiguales.

Esto ha sido probado para todos, excepto un conjunto
excepcional con densidad asintética 0!

Asi que casi todos los niimeros impares > 9 son valores de s.
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Enteros impares en el imagen de s

Sumas de
divisores

Lola
Thompson
Introduccién

Interlude

La imagen de
S

La preimagen
de s

Teorema (Pomerance, 2016)

Paran < x impar, n > 1, el nimero de m # pq con s(m) =n
es O(x3/*log ).

Lola Thompson Sumas de divisores



.Y qué de los niimeros pares?

Sumas de
divisores

Lola
Thompson
Introduccién

Interlude

La imagen de
S

La preimagen _ ‘ :
de s Teorema (Erdés, 1973
Una proporcion positiva de los niimeros pares no estan en la
imagen de s.

Teorema (Luca & Pomerance, 2014)

Una proporcion positiva de los niimeros pares estan en la
imagen de s.
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La imagen de s

Sumas de
divisores

Lola
Thompson

La funcién s puede enviar conjuntos de densidad asintética 0 a
Introduccion conjuntos con densidad asintética positiva.

Interlude

La imagen de
S

W Ejemplo Si A = {pq : p,q primo} entonces A tiene densidad
de s asintética 0 pero s(A) tiene densidad asintética 1/2.

Ejemplo Erdds construyd conjuntos A de densidad positiva tal
que s~ 1(A) no sélo tiene densidad 0 si no que es, en realidad,
vacio.
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Sumas de
divisores

Lola
Thompson

Introduccién

La preimagen de s

La imagen de
S

La preimagen
de s

La conjetura
EGPS

Progge;g parcial . 1

_

o ECPS e Que se puede decir sobre s~ (.A)
EGPS mas

fuerte? cuando A tiene densidad asintética 07
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La conjetura EGPS

Sumas de
divisores

Lola
Thompson

Introduccién
Interlude

La imagen de
S

La preimagen
de s

La conjetura
EGPS

Progreso parcial
Do cometura Conjetura (Erdés, Granville, Pomerance, Spiro, 1990)
EGPS mas
fuerte?

Sea A un conjunto con densidad asintdtica 0. Entonces s~!(A)
también tiene densidad asintcdtica 0.
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Consecuencias de EGPS

Sumas de
divisores

Algunas consecuencias de EGPS (si es verdad):

Lola
Thompson

@ Para cada entero positivo fijo k, excepto por un conjunto
Introduccion de n con densidad 0, si s(n) < n entonces

Interlude n > s(n) > s(s(n)) > --- > sg(n) donde s; es la iteracion
1 fireegan 6l jJésima de s.

S

4o preimagen @ Para cada entero k£ > 2, hay un conjunto A;, de densidad
Ecrg " asintédtica 1 tal que

Progreso parcial
en EGPS

2 2 R/ 5iea () =

cuando x — oo, donde (8 viene de un teorema de Bosma y
Kane: %anx log(s(2n)/2n) ~ 3 cuando = — co.
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Special cases of EGPS

Sumas de
d. . . N
e Algunos casos especiales de EGPS han sido probados:
Lola
Thompson

e (Pollack, 2014) Si A es el conjunto de primos, entonces

Introduccién

Interlude
La imagen de #3_1(./4.) =0 ( v ) .

s log z

La preimagen
de s

La conjetura
EGPS

Progreso parcial
en EGPS

Una conjetura
EGPS mas
fuerte?
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Special cases of EGPS

Sumas de
d. . . N
e Algunos casos especiales de EGPS han sido probados:
Lola
Thompson

e (Pollack, 2014) Si A es el conjunto de primos, entonces

Introduccién

Interlude
La imagen de #S_I(A) =0 ( v ) .

s log z

La preimagen
de s

E;gnjetura - o (Troupe, 2015)
oy Si Ac = {m : |w(m) — loglogm| > eloglogm} entonces

Una conjetura

™ s~ (A.) tiene densidad 0.
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Special cases of EGPS

Sumas de
divisores

Algunos casos especiales de EGPS han sido probados:

Lola
Thompson

e (Pollack, 2014) Si A es el conjunto de primos, entonces

Introduccién

Interlude
X
La imagen de #S_I(A) =0 .
s log
La preimagen
de s
EB’%"je'"'a - o (Troupe, 2015)
enEGPs " Si Ac = {m : |w(m) — loglogm| > eloglogm} entonces

Una conjetura

™ s~ (A.) tiene densidad 0.

e (Pollack, 2015) Si A es el conjunto de palindromos en
cualquier base dada, entonces s~1(.A) tiene densidad 0.
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Progreso parcial en

Sumas de
divisores

Lola
Thompson

Introduccién
Interlude

La imagen de
S

La preimagen
de s

La conjetura Teorema (Pollack, Pomerance, T., 20

Progreso parcial

en EGPS Sea € — 0 cuando x — oo. Supongamos que A es un conjunto

Una conjetura

B de a lo mas z'/%%¢ enteros positivos. Entonces, cuando x — 0o,

#{n <z:s(n) € A} = o(x)

uniformamente en A.
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Bosquejo de la prueba

Sumas de

divisores Podemos suponer que € > 1/loglog x.

Lola

USRI Sea A un conjunto de a lo mas z/2t¢ enteros.

Introduccion Cuando contamos los n < x con s(n) € A, podemos descartar
Interlude inmediatamente los n inconvenientes, incluyendo:

La imagen de
S
1/2
La preimagen n S T /
de s

n sin factores primos < logx

La conjetura
EGPS

Progreso parcial
en EGPS

Una conjetura
EGPS mas
fuerte?

n cuya parte “llena de cuadrados” (sz‘npvp(")) es > 1€

n con med(n,o(n)) > logx
1/2—10e

n con algtn divisor entre 1/2+10e

y x
(Bajo cada una de estas condiciones, nos deshacemos de o(x)
enteros.)
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Bosquejo de la prueba

Sumas de
divisores

Lola
Thompson

Estrategia de la prueba:

Introduccién

Interlude

@ Mostramos que para cada a € A, el nimero de n <z
restantes con s(n) = a es < /27

La imagen de
S

La preimagen
de s

La conjetura @ Para #A < z/2t€ esta “cota puntual” del ndmero de

o preimagenes es suficiente para completar la prueba que
Una conjetura
EGPS mas
fuerte?

#{n <z :s(n) € A} = o(x).
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i De donde viene esta cota puntual?

Sumas de

s Escribimos n = de donde d es el divisor de » mds grande que
Lola no excede /z. Notamos que e > 1.

Thompson

Introduccién
Interlude

La imagen de
S

La preimagen
de s

La conjetura
EGPS

Progreso parcial
en EGPS

Una conjetura
EGPS mas
fuerte?
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i De donde viene esta cota puntual?

Sumas de

s Escribimos n = de donde d es el divisor de » mds grande que
Lola no excede /z. Notamos que e > 1.

Thompson
Vamos a acotar el nimero de posibilidades para e, para un d
dado, y luego sumaremos sobre d.

Introduccién
Interlude

La imagen de
S

La preimagen
de s

La conjetura
EGPS

Progreso parcial
en EGPS

Una conjetura
EGPS mas
fuerte?
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i De donde viene esta cota puntual?

Sumas de

s Escribimos n = de donde d es el divisor de » mds grande que
Lola no excede /z. Notamos que e > 1.

Thompson

Vamos a acotar el nimero de posibilidades para e, para un d
dado, y luego sumaremos sobre d.

Introduccién

Interlude

16 fieyan dl2 Nuestras suposiciones sobre n implican que

)

La preimagen
de s d < x1/2—106

La conjetura
EGPS

Progreso parcial .,

en EGPS pero también que
Una conjetura

EGPS mas

fuerte?

dP*(e) > x1/2+106.
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i De donde viene esta cota puntual?

Sumas de

s Escribimos n = de donde d es el divisor de » mds grande que
Lola no excede /z. Notamos que e > 1.

Thompson

Vamos a acotar el nimero de posibilidades para e, para un d
dado, y luego sumaremos sobre d.

Introduccién

Interlude

16 fieyan dl2 Nuestras suposiciones sobre n implican que

)

La preimagen
de s d < x1/2—106

La conjetura
EGPS

Progreso parcial

en EGPS pero también que
Una conjetura

EGPS mas

fuerte?

dP*(e) > m1/2+106.

De estas desigualdades, podemos deducir (usando el hecho que
la parte“llena de cuadrados” de n es pequefia) que
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Bosquejo de la prueba

Sumas de . %
divisores Ahora consideremos la ecuacién

Lola
Thompson

s(de) = a.
Introduccién

Interlude

La imagen de
S

magen

La conjetura
EGPS

Progreso parcial
en EG|

Una conjetura
EGPS mas
fuerte?
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Bosquejo de la prueba

Sumas de

ofimas Ahora consideremos la ecuacién

Lola
Thompson S(de) — q.

Introduccién

Usando la definicién de s y la multiplicatividad de o, una
manipulacién algebraica muy simple nos da que

Interlude

La imagen de
S
La preimagen J(d)s(e) + 3(d)€ = a.
de s

La conjetura
EGPS

Progreso parcial
en EGPS

Una conjetura
EGPS mas
fuerte?
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Bosquejo de la prueba

Sumas de

ofimas Ahora consideremos la ecuacién

Lola

Thompson S(de) — q.

et Usando la definicion de s y la multiplicatividad de o, una
Interlude manipulacién algebraica muy simple nos da que

La imagen de
S

La preimagen

o(d)s(e) + s(d)e = a.
df,t Entonces, es suficiente acotar el nimero de posibilidades para
EGPS .
progreso parcial | S(€), dado d, porque d y s(e) determinan e, y por lo tanto

en EGPS i
g ey determinan n = de.

fuerte?
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Bosquejo de la prueba

Sumas de

ofimas Ahora consideremos la ecuacién

Lola

Thompson S(de) = a.

et Usando la definicion de s y la multiplicatividad de o, una
Interlude manipulacién algebraica muy simple nos da que

La imagen de
S

La preimagen J(d)s(e) + S(d)e = a.

de s - , g epe

p—— Entonces, es suficiente acotar el nimero de posibilidades para
EGPS .

Pogeso pin | 5(e), dado d, porque d y s(e) determinan e, y por lo tanto
Una conjetura determinan n = de.

fuerte?

Ademas, esta ecuacién nos dice que

o(d)s(e) =a (méd s(d)).
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Bosquejo de la prueba

Sumas de

ofimas Ahora consideremos la ecuacién

Lola

Thompson S(de) — q.

et Usando la definicion de s y la multiplicatividad de o, una
Interlude manipulacién algebraica muy simple nos da que

La imagen de
S

La preimagen J(d)s(e) + S(d)e = a.

de s - , g epe

p—— Entonces, es suficiente acotar el nimero de posibilidades para
EGPS .

Pogeso pin | 5(e), dado d, porque d y s(e) determinan e, y por lo tanto
Una conjetura determinan n = de.

fuerte?

Ademas, esta ecuacién nos dice que

o(d)s(e) =a (méd s(d)).
Dado d, esto pone s(e) en una clase de residuo determinada de
manera dnica médulo s(d)/med(s(d), o(d)).
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Bosquejo de la prueba

Sumas de
divisores

Lola iDonde estamos?

Thompson

Dado d, queremos contar el nimero de posibilidades para s(e).
Sabemos que s(e) estd en una clase de residuo determinada de
manera tnica médulo s(d)/mcd(s(d), o(d)).

Introduccién
Interlude

La imagen de
S

PRI Queremos una cota superior en s(e). Una cota inferior es ficil:
de s s(e) > e/P~(e).

La conjetura

EGPS

atere ™ | La cota inferior no es tan dtil, pero no es dificil mostrar que no
Una conj’etura

EGPS més estd muy lejos de la verdad:

fuerte?

s(e) < logx - P—L(e)'
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Bosquejo de la prueba

Sumas de
divisores

Lola
Thompson

Recordamos:

e
sle) <logz - ——.
Introduccién ( ) & P_(e)

Interlude

La imagen de POI’ de =N S xZ, tenemos e S x/d, y an

)

La preimagen ( ) < 1 X

de s s(e 0gr  ——.
La conjetura dPi (6)
EGPS

Progreso parcial

en EGPS
Una conj’etura

GAlEMl  Recordamos que dP~(e) > /210, Entonces

s(e) < loga - /27 10¢,
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Bosquejo de la prueba

Sumas de

divisores Recapitulacién: s(e) estd en una clase de residuo determinada
e de manera dnica médulo s(d)/mcd(s(d),o(d)) y
s(e) < logx - 2'/271%_ El niimero de posibilidades para s(e),
Introduccién dado d, entonces es

Interlude

La imagen de
S

1/2—10¢ mcd(s(d), o (d))
La preimagen S(d)
de s Tenemos s(d) > d/P~(d) > d/logx.

Progreso parcial | 1ambién, med(s(d), o(d)) = med(d, o(d)), y esto divide a

en EGPS

)
T med(n,o(n)). Por lo tanto, med(s(d), o(d)) < logz. Entonces
et nuestra cota superior es

Llogz-x + 1.

< (logz)® - /2710 /d 4+ 1.

Sumando para d < z!/2710¢

deseamos.

, obtenemos la cota superior que
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Consecuencias

Sumas de
divisores

Lola
Thompson

Consecuencias inmediatas de nuestro resultado:

Introduccién
Interlude

La imagen de
S

La preimagen
de s

La conjetura
EGPS

Progreso parcial
en EGPS

Una conjetura
EGPS mas
fuerte?
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Consecuencias

Sumas de
divisores

Lola
Thompson

Consecuencias inmediatas de nuestro resultado:

Introduccién
Interlude

La imagen de
S

@ Si A es el conjunto de palindromos en cualquier base
La preimagen _ . .
. dada, entonces s~!(.A) tiene densidad 0.

de s
La conjetura
EGPS

Progreso parcial
en EG|

Una conjetura
EGPS mas
fuerte?
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Consecuencias

Sumas de
divisores

Lola
Thompson

Consecuencias inmediatas de nuestro resultado:

Introduccién
Interlude

La imagen de
S

@ Si A es el conjunto de palindromos en cualquier base
L: imag _ . .
T dada, entonces s71(.A) tiene densidad 0.

La conjetura
EGPS

Progreso parcial

EGPS - - _ .
TS e @ Si A es el conjunto de cuadrados, entonces s!(.A) tiene
EGPS mas

fuerte? densidad 0.
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Refutando una conjetura EGPS mas fuerte

Sumas de
divisores

Lola
Thompson

N EGPS indican que su conjetura seria una consecuencia de la
Interlude siguiente afirmacién.

La imagen de
S

La preimagen
de s

Conjetura (Erdés, Granville, Pomerance, Spiro, 1990)

La conjetura
EGPS

Para cada entero positivo 0 existe una constante Cy tal que
Progreso parcial .. . , -
on EGPS ” para cada entero positivo m existen a lo mds Cy nimeros

Una conjetura

Fuarse? n < 6m con s(n) = m.
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Sumas de
divisores

Lola
Thompson

Introduccién
Interlude

La imagen de
S

La preimagen
de s

La conjetura
EGPS

Progreso parcial
en EGPS

Una conjetura
EGPS mas
fuerte?

Bosquejo de prueba

Refutamos la conjetura EGPS mas fuerte, mostrando que hay
enteros m con un nimero arbitrariamente grande de
preimagenes de la forma 2pq.
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Bosquejo de prueba

Sumas de
divisores

Refutamos la conjetura EGPS mas fuerte, mostrando que hay
Lol s . .
Thompson enteros m con un nimero arbitrariamente grande de
preimagenes de la forma 2pq.

Introduccién

Interlude
La imagen de Observamos que s(2pq) = (p + 3)(¢ + 3) — 6.

La preimagen
de s

La conjetura
EGPS

Progreso parcial
en EGPS

Una conjetura
EGPS mas
fuerte?
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Bosquejo de prueba

Sumas de
divisores

Refutamos la conjetura EGPS mas fuerte, mostrando que hay
Lol s . .
Thompson enteros m con un nimero arbitrariamente grande de
preimagenes de la forma 2pq.

Introduccién

Interlude
La imagen de Observamos que s(2pq) = (p + 3)(¢ + 3) — 6.

La preimagen

bl Por una construccién de Erd8s/Prachar, hay un ndmero infinito
e de enteros con un ndmero arbitrariamente grande de

-3l representaciones de esta forma.
EGPS i
fuerte?
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Bosquejo de prueba

Sumas de
divisores

Refutamos la conjetura EGPS mas fuerte, mostrando que hay
Lol s . .
Thompson enteros m con un nimero arbitrariamente grande de
preimagenes de la forma 2pq.

Introduccién

Interlude

Observamos que s(2pq) = (p + 3)(¢ + 3) — 6.

La imagen de
S

2 e Por una construccién de Erd8s/Prachar, hay un ndmero infinito
e de enteros con un ndmero arbitrariamente grande de

-3l representaciones de esta forma.
EGPS i
fuerte?

Nota: m = s(2pq) > pq, por lo que cada preimagen 2pq de m
es < 2m.
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Bosquejo de prueba

Sumas de
divisores

Refutamos la conjetura EGPS mas fuerte, mostrando que hay
Lol s . .
Thompson enteros m con un nimero arbitrariamente grande de
preimagenes de la forma 2pq.

Introduccién

Interlude

Observamos que s(2pq) = (p + 3)(¢ + 3) — 6.

La imagen de
S

2 e Por una construccién de Erd8s/Prachar, hay un ndmero infinito
e de enteros con un ndmero arbitrariamente grande de

-3l representaciones de esta forma.

Una conjetura
EGPS mas
fuerte?

Nota: m = s(2pq) > pq, por lo que cada preimagen 2pq de m
es < 2m.

Asi, la conjetura fuerte falla para 6 = 2.
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Refutando una conjetura EGPS mas fuerte

Sumas de
divisores

Lola
Thompson

et Usando una elaboracién sobre estos métodos, mostramos:
Interlude

La imagen de
S

Teorema (Pollack, Pomerance, T., 2018)

La preimagen Existe una constante ¢ > 0 tal que lo siguiente es cierto. Sean

de s

La conjtur « y € numeros reales positivos. Hay un nimero infinito de m

el con por lo menos exp(clogm/loglogm) s-preimagenes en el

[T intervalo (a(1 — €)m, a(1 + ¢)

fuerte?
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Lema Clave

Sumas de
divisores

Lola
Thompson

Etcuceion Usamos la siguente generalizacién de Erdés-Prachar:

Interlude
Lema (Pollack, Pomerance, T., 2018)

La imagen de
S

Hay una constante absoluta positiva c tal que, para a,b € Z
de s cualesquiera con a # 0 y b > 0, hay un nidmero infinito de

La preimagen

La conjetura
EGPS

Progreso parcial

enteros k con mds que exp(clogk/loglogk) representaciones
Uns conftura de la forma (bp + a)(bq + a) con p,q primos.

EGPS mas
fuerte?
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Bosquejo de la prueba

Sumas de Sea 0 < € < 1. Es concido que los valores de s(n)/n son
divisores
densos en (0, 00).

Lola
Thompson

Introduccién
Interlude

La imagen de
S

La preimagen
de s

La conjetura
EGPS

Progreso parcial
en EGPS

Una conjetura
EGPS mas
fuerte?
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Bosquejo de la prueba

Sumas de Sea 0 < € < 1. Es concido que los valores de s(n)/n son
divisores
densos en (0, 00).

Lola
Thompson

Por lo tanto, podemos fijar ng > 1 con
Introduccion

1 1
Interiinde s(ng)/no € (oz_l <1 - e> ,a~t <1 + e>> .
La imagen de 2 2

)

La preimagen
de s

La conjetura
EGPS

Progreso parcial
en EGPS

Una conjetura
EGPS mas
fuerte?
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Bosquejo de la prueba

Sumas de Sea 0 < € < 1. Es concido que los valores de s(n)/n son
divisores
densos en (0, 00).

Lola
Thompson

Por lo tanto, podemos fijar ng > 1 con

Introduccién

1 1
Interiinde s(ng)/no € (oz_l <1 - e> ,a~t <1 + e>> .
La imagen de 2 2

L _ Escribimos n = ngpq, donde p, ¢ son primos distintos que no
a preimagen L.
de s dividen a ng.

La conjetura
EGPS

Progreso parcial
en EGPS

Una conjetura
EGPS mas
fuerte?
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Bosquejo de la prueba

Sumas de Sea 0 < € < 1. Es concido que los valores de s(n)/n son
divisores
densos en (0, 00).

Lola
Thompson

Por lo tanto, podemos fijar ng > 1 con
Introduccion

1 1
Interiinde s(ng)/no € (oz_l <1 - e> ,a~t <1 + e>> .
La imagen de 2 2

)

_— Escribimos n = ngpq, donde p, ¢ son primos distintos que no
a preimagen L.
de s dividen a ng. Entonces

La conjetura
EGPS
i s(nopg) = o(no)(p + 1)(¢+ 1) — nopq

Una conjetura
EGPS mas

= s(no)pq +o(no)(p +q+1),
asi que
s(no)s(nopg) = (s(no)p + o(no))(s(no)g + o(no))

+ s(ng)o(ng) — a(no)Q.
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Bosquejo de la prueba

Sumas de Por el lema clave, hay un ndmero infinito de k € Z con mas de
exp(clog k/loglog k) representaciones de la forma

Lola
Thompson

Introduccién k = (s(no)p + a(no))(s(no)g + o(no))

Interlude con p,q distintos.
La imagen de

La preimagen
de s

La conjetura
EGPS

Progreso parcial
en EGPS

Una conjetura
EGPS mas
fuerte?
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Bosquejo de la prueba

Sumas de Por el lema clave, hay un ndmero infinito de k € Z con mas de
exp(clog k/loglog k) representaciones de la forma

Lola
Thompson

k = (s(no)p + a(no))(s(no)g + o(no))

Interlude con p,q distintos.

La imagen de
S

Introduccién

Definimos

La preimagen
de s

La conjetura
EGPS

Progreso parcial
en EGPS

Una conjetura
EGPS mas
fuerte?

Lola Thompson Sumas de divisores



Bosquejo de la prueba

Sumas de Por el lema clave, hay un ndmero infinito de k € Z con mas de
exp(clog k/loglog k) representaciones de la forma

Lola
Thompson

Introduccién k = (s(no)p + a(no))(s(no)g + o(no))

Interlude

con p, q distintos.

La imagen de

° Definimos 9
(lj_: Ereimagen m— ]{,‘ —+ 5(’[’1,0)0'(’[’1,0) — O‘(no)
Iéacggnjetuva S(TL())

Progreso parcial

e Entonces m < k y m tiene por lo menos

fuerie?"™ exp(clogm/loglogm) representaciones en la forma s(nopq).
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Bosquejo de la prueba

Sumas de Por el lema clave, hay un ndmero infinito de k € Z con mas de
exp(clog k/loglog k) representaciones de la forma

Lola
Thompson

Introduccién k = (s(no)p + a(no))(s(no)g + o(no))

Interlude

con p, q distintos.

La imagen de

® Definimos

La preimagen k. + 5(710)0(110) _ O.(no)2

de s m = .

Iéacggnjetuva S (no )

o Eeme P! .

ooy st Entonces m < k y m tiene por lo menos

EGPS mas .

fuerte? exp(clogm/loglogm) representaciones en la forma s(nopq).

Es facil mostrar que (1 — €)am < nopg < (1 4 €)am).
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Bosquejo de la prueba

Sumas de Por el lema clave, hay un ndmero infinito de k € Z con mas de
exp(clog k/loglog k) representaciones de la forma

Lola
Thompson

Introduccién k = (s(no)p + a(no))(s(no)g + o(no))

Interlude

con p, q distintos.

La imagen de

® Definimos

La Freimagen k. + 5(710)0(110) _ O.(no)2

de s m = .

Iéacggn]etuva S(no)

o Eeme P! .

ooy st Entonces m < k y m tiene por lo menos

EGPS mas .

fuerte? exp(clogm/loglogm) representaciones en la forma s(nopq).

Es facil mostrar que (1 — €)am < nopg < (1 4 €)am).

Asi, m tiene por lo menos exp(clogm/loglogm) preimagenes
n = nopq en ((1 —€e)am, (1 + €)am).
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Introduccién

Interlude

La imagen de

)

- jGracias!

de s

La conjetura
EGPS

Progreso parcial

en EGPS

Una conjetura
EGPS mas
fuerte?
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