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(a funcion Mobius
-
-

-

←
# de facto

res

Primos
distints

Wcm de n

Def Sea tech) = {
C- 1) si n es libre de

Cuadrados

Si no

Es Ucp) = - 1 Vp primo

M ( 4) = MC207=0

µ (G) = Ill 2.3) =L-112=1

out 24 ) = MC230.33=0



(a funcion Mertens
-
--

Det La fnc ion

MCN) = E uchi
n EN

Se llama la fun cion de Mertens .
-
-

Ed MCG) =MCI) till2) tell3)till44)

+MI5) th (6) -

= I t C- 1) t C -1) to

+ C-1) t1

=

Kuester objective : Cal char MCN) lo ma's

rapido possible , utilizeando et menor tiempo

y espacio possible .



Por que
- Catalan MCM ?

- - -
-

* Probar conj eturas

Eje , Hasta Cuando es IMCNHETN verdad
?

↳ odlyzko - le Riek
fatsa para N extremadamen

te

grande

* Para N grande , I as expresiones
asintoticas

para MCN) son buenas. Para
N aco tada,

no son ( los Cataulos son prefer:bles) .

Edge¥0 :
Catala- Mcn) para cada

n EN y Suman
.

Tiempo : por lo memos 0 (N - l tiempo Pomme
para calcwar



Un m e'todo menos ingenUO
-
- -
-

Podemos usar la criba de Erato's terres

Para Catalan men) para 1 EnEN en et

tiempo OCNlog logN) y espacio 01N) .

Paso ① :
-

AmenZamos An un "
I

' '

en Cada

Cuadrado :

l l l l l l l l l l
l l l l l l l l l l

l l l l l l l l l l

l l l l l l l l l l

l l l l l l l l l l

l l l l l l l l l l

l l l l l l l l l l

l l l l l l l l l l

l l l l l l l l l l

l l l l l l l l l l



Paso ②.

lnvertimos los signos en las entrada
- r

pares yhacemos que todas las deana's
entradaspares Sean O .

I - l l O l - l l O l - l

l O l - l l O l - l l O

l - l l O l - l l O l - l

l O l - l l O l - l l O

l - l l O l - l l O l - l

l O l - l l O l - l l O

l - l l O l - l l O l - l

l O l - l l O l - l l O

l -l l O l - l l O l - l

l O l - l l O l - I I 0

TIP IT
enters pares



Paso ③ Invert imos Los Signos en los
-

Muttiplos de 3, haciendas que
Cada

tener mutti plo de tres sea 0 .

I - I ①0 I① I 000-1
I⑧ I - I ①0 I ⑧ I 0

①- I I ⑧ I - I 000 I ④
I 0① - l l ⑧ I - I 0

I① I 0⑧ - l l ⑥ I - I

0 I ⑤ I 0① - l l⑧
I - I ⑧O l ① I 0①- l
l ⑧ I - I④0 I ④ I 0

⑧ -l l ⑧ I - I ① 0 I ⑧
I 0 - l l@ I - I④O

O = muttiplus de 3



Pease ④ Invert imos Los Signos en los

Muttiplos de 5 , hacienda que
Cada

quinto mutti plo de Cinco Sea O .

I - I ①O - I① I 0 o

l⑧ I - I ①0 I ⑧ I 0

①- I I ⑧⑤- I 000 I ①
i 0① - I -I⑧ I - I O

I - I ⑧O - I① I 0① I

I ⑧ I - I 0 I ④ I 0

⑧ -l l 00T- I ① 0 I ⑧
I 0 - I I - I④E

p p
Muttiplos de Cinco



PAI⑤ : Invert imos Los Signos en los

Muttiplos de 7 , haciendas que
Cada

Septimo muttiplo de Siete Sea O .

-

i - I ①0710170
I⑧T 0 I ⑧ I 0

I ⑧⑤- I ⑥⑧ I ①
i 0① - I I - I O

I ⑧ I - I O I 0

⑧ -l l ⑧T- I ① 0 I ⑧
① o - I i I

D= miltip lo de 7

f- Porque el proximo primo es 11 >
Too

,

Parece que Lemos termina do . . .

except que algunas de esta s en tradas

Son in correctas !



Que
'

esta pasan do? ??

Es

ft
①f-④HI,g⑥o→ua9k -1µT*= -I ←①⑧① I ①o ①⑧① 0

①- I I ⑧ O - I 000 I ①

÷÷÷÷t÷*÷÷÷¥÷÷¥÷÷÷ :I - I 00 O l OO - I

an un
factor I ⑧ I - I 00 I 0

primo
>7 O -l l ⑧ - I 00 I 0

①00- I ⑧ I

Avi : a todas las entradas
de la tabla le falta Como ma'ximo

Un factor primo !



Para evitar esto
, Podemos alma eenar

El product de los mimers prime que

hemOS en contrado para
Cada entrada ,

de Modo que Sepamos si falta
un

factor Primo > TF .

I 2 3 05 6 7 0010
O ①141so ① 0 ⑦ O

21 ②①O O ②O O ① 30

⑦ O ③② 350⑦②③O
①42100 O ②⑦ O O O

③ 0100 ⑤o ③②① o
①② O O ⑤⑥⑦03070
① 0010200⑦⑥⑦ o
o ②⑦o ⑤②③ o ① 0

⑦ o③②⑤0 ① o o o

O = falta un factor primo



ULTIMO pays : invertimos todos los

Signos de las entrada

I 23 05 67 O 010
110 1314 IS 0 170 19 O

212223 O O 26 O O 2930

31 O 3334350 3738390

414243 O O 4647 O O O

St O 53 O 55 O 575859 O

6162 O O 6566670 6970

71 O 7374 O O 777879 O

O 8283 O 85 86 87 O 89 O

91 O 93 94 95 O 97 O O O

Mcm = 1
tiempo OCNlog logN)

Mcn) = - 1 espacio OCN)
U Cn) = O



Para ahorror espacio , Podemos

utilizer una criba segmentada .

Mi ramos segments de longitude

y verificamos la divisibili
dad por

homeros primos
hasta TN .

Espacio : O WN)



Una forma mais de ahorror espacio . . .

Teena ( Helfgott , 2020)
Se puede oonstnirtodoslosprimos PEN en

tiempo OCNlogN) y espacio OCN"YhgN%).
p p

mas lento thenos espacio



M e'todos memos ingenues
- -
-

① Me-todos Combinatorios

Primeros pasos : Meisel (1870) , Lehmer (1959)
-
-

Mejorado por Lagarias - Miller - Odlyzko (1985)

y Dele-glise -Rinat (1996)

Idea Principal 'o USamos ident
idades

--

arithmeticas para expresar

MCN) = [ tech)
hEN

en terminus de Sumas mais aortas .

Calcutamos las Sumas Cortas una

vez y las uSamos muchas nieces .

Tiempo : Aproximadamente OCNZB )



② MEtodos analiticos
-
-

Lagarias - Odlyzko ( 1987)

Iea Principal : Podemos escrib ir MCN) Como
Sumas sobre los ceros de la

function Zeta de Riemann . Hay
infinite ceros Pero Podemos

tnncar y redondear .

Tiempo : O (N
"*E

) en teoria
No trivial de implementar. Ma's lento que

los

mEtodos Combinatorios en la Preetica.



Neste Objetivo
Formularun algoritmo
Combinatorics que :

* mejorael limitede

tiempo anterior
de OCNZB)

* utilizael menor

espacio possible

* es practice de implementer
en una amputatora

terma (Helfgott ,T.

,
2021 )

Nosotros podemos Catalan MCN)
en

→
OlN%hgN)

315 JstE Con la

tiempo OCN dogN) ) y cribaoe
E Helfgott

espacio ( µ3k0µgµj¥o)
↳ ocntseogni")

con la criba

de Helfgott



Algoritmosambinaorios :
enfo que general
-

-

F-mpezamos Con una
identicad :

MC N) = 214 CTN ) -E [Mcm.)Mand
hEN m ,man, = h

m
, ,
m z E TN

( k=2 Caso de Heath-Brown ; fambien se Sigue
de Vaughan o poorTa usar la inversion

de

Mobius)

Inter cambiando et order de la Suma :

MCM - Eucmiucmei LIE)
Cal outar en Tiempo mi

,
Mz ETN

OWN) ingenuamente

I Elegimos un para-metro VE TN y dividimos
en caSos :

① Mi
,
Mz EV

② m, o Mz >V



Para obtener tiempo O (NH) :
←

Deleglise -
Rival,

Lagan-as -Miller-

Sea V = Nb odlyzko, etc .
I

• Caso ① (m ,
,
maEv) es et Caso fazil-

btilizamos la crib a segmentada .

• Caso② ( m ,
o me >V) requirere

mais trabajo .

Lo que hacemos en
Su lugar:

Sea lvxN→
-

V m as ⇒ Caso ① es et Caso dificil
ahora

grande leste Sera' et tema
Central del resto de
mi charla

Caso② es mas fecit



Como manejamos et Caso
①

-
- -

Queremos Catalan :

N

caso
①
→ m .
,€!" """ LEE! iosucesiuo

Dividimos (1
,
v) x [ 1 ,V) en vecindades

U = Ix x Ig alrededordepontos (mo, no)
H

[mo - a
,
mota)

"

( no -b, notb )

Aplicamos una aproximacioh lineal local :

#
=
± +↳ Cm-mo) tcyln -no)tET*

mm Mono termini de error
cuadritico

Cx = -÷no , Cy
-

-

I p
mo not

Peguero si
U es

Peguero



Si no hubierafnciones de piso
- - -- - -

[ Mcm)men,#
to Etouad

(m,MEI* ×Iy

={him)µcn) (⇐ t Cx
(m-mo)tcycn -no))

(min)EIxxIy
④ N

=/ [ Mcm) (⇒ tcxcm -mo)) . finch)

geparaci
MEIX hEIy

Eves → tnfyucmcyln -ha)
- §¥f 'm)

* Usa nos la crib
a segmentada para

Catalan Mcm) para m C-Ix y men) para n tIy .

* Cal cul ar la Suma⑧ requiem tiempo

① (moi la , b)) y espacio insignificant .



Emo mania LL :

Noitese que
la Computacioh variables esta

µ
b

separadas

So : =[Mcm)µcn⇐nTtCx Cm-mo))t &
(m,n7EI×xIy

Lcych -no)))

es la misma que
arriba

.

Lo que
tenemos de nuestra aprox . lineal :

S1 : = [ deem)µch) (Lmolto t Cx
(m-mo) tglh -no)))

P
(m
,
MEI
,
*Iy no se puedeseparar

Lo que realmentee queremos
:

S2 : =[ Mcm>Men) )
(min) E Ix ×Iy



la parte
' fraccionaria

observances que b

(ATB) -CLA)+LBJ)={
Osi EAHBk1

1 Si no

Enforces la diferencia entre un term
.
-no en

Sa y un
termino en So es O o 1 .

( Lo mismo para los terminos en Sa vs Sa)

idea : Sea

( o (m
,
n) =L! t Cx(m - mo)) t (Cg (n - no))

L1 (m, n) = LI, t Cx (m-mo) t Cy Cn - no))

↳ cm, n) - LH
Mostramos que La - La y La - Lo

Se puede Cal char roipidamente .



A-proximamos Cy por un #
nacional

A

/ do

en Cada g- , q e Q
= 2b

Vecindad

Ixxiy
teal que

d : = Cy - age sat isface
Idle IQQ

Asi
,

I Cy Cn -no) - aolh-q I ± Iq
( Podemos en contrar tal age uSando

fracciones Continua)

↳Tiempo OC log b)

* Ahora nuestra tarea es mostrar que

Resdveliacio" L2 cm,n) =L, cm, n) except en a lo
mais

una

igloo of R2 dases de congruence matas (mo'd g)
( Lo mismo para La Cm, n) vs Lo (m, n

))



* En et Caso de que m o n este
-

en una

Clase de residue malo ,
mostramos

que Lz - La , Lz
- Lo son funcrones

caracleris ticas de intervalOslo unions

de intervalos) x para encontrolas,
resolvenos una

ecuacion Cuadra
-

tica .

* Enhances , solo necesitamos
Calcolor una

tabla de'

÷i÷÷¥±÷÷.Pancras lo que re quiere pre
Cal outar una tabla

de Valores de Ucm), que se puede tracer

en et tiempo Ocb) g espacio
OCblog b)

Ppo- lo que ahorramos un
factor " a

"

en Amparacion

Con et me'tOdo ingenno



( a- lculos
-

Escribimos nuestro algoritmo en Ctt

y lo ejecutamos en una marquina de 80

nutters en et instituto Max Planck .

§ }Hurst
estosconcuerdan( re.FI ::::::*:S::.

Kuznetsov H -T
'21 Cusanoo et

algoritmo de
Deleglise g Rinat)

* except por un

possible error de Signo
de Kuznetsov

en 7=1021
.



I Gracias !


